
Aide-mémoire � Physique mathématique II ( PHY-1002 )

Nombres complexes (z, z∗ ∈ C, x, y, r, θ ∈ R)

z, z∗ ∈ C Cartésienne Polaire

C1 Nombre complexe z x+ iy reiθ

C2 Conjugué z∗ x− iy re−iθ

C3 Module |z| =
√
zz∗

√
x2 + y2 r

C4 Argument arg z arctan (y/x) θ
C5 Partie réelle Re z x r cos θ
C6 Partie imaginaire Im z y r sin θ

C11 de Moivre (cos θ + i sin θ)
n

= cos (nθ) + i sin (nθ)
C12 Euler eiθ = cos θ + i sin θ
C13 Cauchy- ux = vy et uy = −vx ou

Riemann ur = vθ/r et vr = −uθ/r
C14 Dérivée f ′ = ux + ivx = vy − iuy

= ux − iuy = vy + ivx
C15 Trigo. cos θ (ou i sin θ) =

(
eiθ ± e−iθ

)
/2

C16 Hyper. coshx (ou sinhx) = (ex ± e−x) /2

Séries de Fourier (SdF) ( f(x) : fonction de période L avec k = 2π/L)

SdF sinus/cosinus

S1 fF (x) = a0
2 +

∑∞
n=1[an cos (nkx) + bn sin (nkx)] où

S2 an = 2
L

∫ x0+L

x0
f(x) cos (nkx) dx n ∈ N

S3 bn = 2
L

∫ x0+L

x0
f(x) sin (nkx) dx n ∈ N∗

SdF complexe

S11 fF (x) =
∑∞
n=−∞ cn exp(inkx)

S12 où cn = 1
L

∫ x0+L

x0
f(x) exp(−inkx)dx n ∈ Z

S13 ou c±n = 1
2 (an ∓ ibn) n ∈ N

Transformées de Fourier (TdF)

f(t) f̃(ω) = F [f(t)](ω)

F1 1√
2π

∫∞
−∞ f̃(ω)eiωtdω 1√

2π

∫∞
−∞ f(t)e−iωtdt

F2 αf(t) + βg(t) αf̃(ω) + βg̃(ω)

F3 f (n)(t) (iω)
n
f̃(ω)

F4 (it)
n
f (t) f̃ (n)(ω)

F5
∫ t
f(s)ds 1

iω f̃(ω) + 2πcδ(ω)

F6 f(at) 1
|a| f̃(ωa )

F7 f(t+ a) eiaω f̃(ω)

F8 eiω0tf(t) f̃(ω − ω0)

F9 eαtf(t) f̃(ω + iα)

F10 f∗(t) f̃∗(−ω)

F11 f̃(t) f(−ω)

F12 (f ∗ g) (t)
√

2πf̃(ω)g̃(ω)

F13 f (t) g (t)
√

2π
(
f̃ ∗ g̃

)
(ω)

F14 (f ⊗ g) (t)
√

2π[f̃(ω)]∗g̃(ω)

F15 f∗(x)g(x) 1√
2π
f̃ ⊗ g̃

f(t) F [f(t)](ω)

F21 A
√

2πAδ (ω − a)
F22 δ(t− a) = 1

2π

∫∞
−∞ eiω(t−a)dω 1√

2π

F23 H(t) =

{
1 si t > 0
0 si t < 0.

1√
2π

(
πδ(ω) + 1

iω

)
F24 H(t− a)−H(t+ a) 1√

2π
2 sin aω
ω

F25 1√
2π

2 sin at
t H(ω − a)−H(ω + a)

F26 sgn (t) 1√
2π

2
iω

F27 δ(t− b) + δ(t+ b) 2√
2π

cos (bω)

F28 A
|τ |
√
2π

exp(−t2/
(
2τ2
)
) A√

2π
exp(−τ2ω2/2)

F29 a
π

1
t2+a2

1√
2π
e−a|ω|, a > 0

F30 Ae−atH(t) A√
2π(a+iω)

, a > 0

F31 e−iat
√

2π (δ(ω − a))
F32 cos (at)H(t)

√
π
2 (δ(ω + a) + δ(ω − a))

F33 sin (at)H(t) i
√

π
2 (δ(ω + a) + δ(ω − a))

Transformées de Laplace (TdL)

f(t) f(s) = L[f(t)](s)

L1 1
2πi limT→∞

∫ γ+iT
γ−iT f(s)estds

∫∞
0
f(t)e−stdt

L2 αf(t) + βg(t) αf(s) + βḡ(s)

L3 f (n)(t) snf(s)−
∑n
k=1 s

n−kf (k−1)(0)

L4 (−t)n f (t) f
(n)

(s)

L5
∫ t
0
f(u)du = (f ∗H) (t) 1

sf(s)
L6 1

t f(t)
∫∞
s
f(u)du

L7 f(at) 1
af( sa )

L8 1
af(at) f(as)

L9 f(t− a)H(t− a) e−asf(s)

L10 eatf(t) f(s− a)

L11 f(t) = f(t+ T ) 1
1−e−sT

∫ T
0
f(t)e−stdt

L12 eatf(t) f(s− a)

L13 (f ∗ g) (t) =
∫ t
0
f(u)g(t− u)du f(s)g(s)

L14 (f ⊗ g) (t) =
∫∞
−∞ f∗(x)g(x+ z)dx f

∗
(−s∗)g(s)

L15 f∗(t) f(s)g

L16 lims→∞ f(s) = lims→∞ L[f(t)](s) = 0

L17 limt→0 f (t) = lims→∞ sf(s) limt→∞ f (t) = lims→0 sf(s)

f(t) L[f(t)](s) s0

L21 c c/s 0
L22 δ(t− t0) e−st0 0

L23 H(t− t0) e−st0

s 0
L24 tH(t) 1

s2 0
L25 H(t)ctn cn!

sn+1 0
L26 H(t) sin bt b

s2+b2 0

L27 H(t) cos bt s
s2+b2 0

L28 H(t)eat 1
s−a a

L29 H(t)tneat n!
(s−a)n+1 a

L30 H(t) sinh at a
s2−a2 |a|

L31 H(t) cosh at s
s2−a2 |a|

L32 H(t)eat sin bt b
(s−a)2+b2 a

L33 H(t)eat cos bt s−a
(s−a)2+b2 a

L34 H(t)t1/2 1
2 (π/s3)1/2 0

L35 H(t)t−1/2 (π/s)1/2 0
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Trigonométrie et intégrales

Trigonométrie/fcn hyperbolique

R1 sin2 ϕ+ cos2 ϕ = 1 R11 1 + tan2 ϕ = sec2 ϕ R21 1 + cot2 ϕ = csc2 ϕ
R2 sin (ϕ± θ) = sinϕ cos θ ± cosϕ sin θ R12 sin 2ϕ = 2 sinϕ cosϕ R22 2 sin2 (ϕ/2) = 1− cosϕ
R3 cos (ϕ± θ) = cosϕ cos θ ∓ sinϕ sin θ R13 cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ R23 2 cos2 (ϕ/2) = 1 + cosϕ
R4 d (sinx) /dx = cosx R14 d (cosx) /dx = − sinx R24 d (tanx) /dx = sec2 x

R5 cosh2 x− sinh2 x = 1 R15 1− tanh2 x = sech2x R25 1 + csch2x = coth2 x

R6 sinh (x± y) = sinhx cosh y ± coshx sinh y R16 sinh 2x = 2 sinhx coshx, R26 2 sinh2 (ϕ/2) = coshx− 1

R7 cosh (x± y) = coshx cosh y ± sinhx sinh y R17 cosh 2x = cosh2 x+ sinh2 x R27 2 cosh2 (ϕ/2) = coshx+ 1

Intégrales de base

B1
∫
u dv = uv −

∫
v du

B2
∫
un du =

1

n+ 1
un+1 + C, n 6= −1

B3
∫ du
u

= ln |u|+ C

B4
∫
eu du = eu + C

B5
∫
au du =

1

ln a
au + C

B6
∫

sinu du = − cosu+ C
B7

∫
cosu du = sinu+ C

B8
∫

sec2 u du = tanu+ C
B9

∫
csc2 u du = − cotu+ C

B10
∫

secu tanu du = secu+ C
B11

∫
cscu cotu du = − cscu+ C

B12
∫

tanu du = ln |secu|+ C
B13

∫
cotu du = ln |sinu|+ C

B14
∫

secu du = ln |secu+ tanu|+ C
B15

∫
cscu du = ln |cscu− cotu|+ C

B16
∫ du√

a2 − u2
= sin−1

u

a
+ C

B17
∫ du

a2 + u2
=

1

a
tan−1

u

a
+ C

B18
∫ du

u
√
u2 − a2

=
1

a
sec−1

u

a
+ C

B19
∫ du

a2 − u2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣u+ a

u− a

∣∣∣∣+ C

B20
∫ du

u2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣u− au+ a

∣∣∣∣+ C

Int. avec fcn. trigonométrique

T1
∫

sin2 u du = 1
2u−

1
4 sin 2u+ C

T2
∫

cos2 u du = 1
2u+ 1

4 sin 2u+ C
T3

∫
tan2 u du = tanu− u+ C

T3
∫

cot2 u du = − cotu− u+ C
T4

∫
sin3 u du = − 1

3 (2 + sin2 u) cosu+ C
T5

∫
cos3 u du = 1

3 (2 + cos2 u) sinu+ C
T6

∫
tan3 u du = 1

2 tan2 u+ ln |cosu|+ C
T7

∫
cot3 u du = − 1

2 cot2 u− ln |sinu|+ C
T8

∫
sec3 u du = 1

2 secu tanu+ 1
2 ln |secu+ tanu|+ C

T9
∫

csc3 u du = − 1
2 cscu cotu+ 1

2 ln |cscu− cotu|+ C
T10 n

∫
sinn u du = − sinn−1 u cosu+ (n− 1 )

∫
sinn−2 u du

T11 n
∫

cosn u du = cosn−1 u sinu+ (n− 1 )
∫

cosn−2 u du
T12 (n− 1 )

∫
tann u du = tann−1 u− (n− 1 )

∫
tann−2 u du

T13 (n− 1 )
∫

cotn u du = − cotn−1 u− (n− 1 )
∫

cotn−2 u du
T14 (n− 1 )

∫
secn u du = tanu secn−2 u+ (n− 2 )

∫
secn−2 u du

T15 (n− 1 )
∫

cscn u du = − cotu cscn−2 u+ (n− 2 )
∫

cscn−2 u du

T16
∫

sin au sin bu du =
sin(a− b)u

2(a− b)
− sin(a+ b)u

2(a+ b)
+ C

T17
∫

cos au cos bu du =
sin(a− b)u

2(a− b)
+

sin(a+ b)u

2(a+ b)
+ C

T18
∫

sin au cos bu du = −cos(a− b)u
2(a− b)

− cos(a+ b)u

2(a+ b)
+ C

T19
∫
u sinu du = sinu− u cosu+ C

∫
u cosu du = cosu+ u sinu+ C

T20
∫
un sinu du = −un cosu+ n

∫
un−1 cosu du

T21
∫
un cosu du = un sinu− n

∫
un−1 sinu du

Int. avec fcn. exponentielle et logarithmique

E1
∫
ueau du =

1

a2
(au− 1)eau + C

E2
∫
uneau du =

1

a
uneau − n

a

∫
un−1eau du

E3
∫
eau sin bu du =

(
a2 + b2

)−1
eau(a sin bu− b cos bu) + C

E4
∫
eau cos bu du =

(
a2 + b2

)−1
eau(a cos bu+ b sin bu) + C

E5
∫

lnu du = u lnu− u+ C
E6

∫
un lnu du = (n+ 1)−2un+1 [(n+ 1) lnu− 1] + C

E7
∫ 1

u lnu
du = ln |lnu|+ C

Int. avec fcn. hyperbolique

H1
∫

sinhu du = coshu+ C
H2

∫
coshu du = sinhu+ C

H3
∫

tanhu du = ln coshu+ C
H4

∫
cothu du = ln |sinhu|+ C

H5
∫

sechu du = tan−1 |sinhu|+ C
H6

∫
cschu du = ln

∣∣tan 1
2u
∣∣+ C

H7
∫

sech2 u du = tanhu+ C

H8
∫

csch2 u du = − cothu+ C
H9

∫
sechu tanhu du = − sechu+ C

H10
∫

cschu cothu du = − cschu+ C

Int. avec fcn. trigonométrique inverse
(
ϕ(u) =

√
1− u2

)
I1

∫
sin−1 u du = u sin−1 u+ ϕ(u) + C I6 2

∫
u tan−1 u du =

(
u2 + 1

)
tan−1 u− u+ C

I2
∫

cos−1 u du = u cos−1 u− ϕ(u) + C I7
∫

(n+ 1)un sin−1 u du = un+1 sin−1 u−
∫ (
un+1/ϕ(u)

)
du+ C

I3
∫

2 tan−1 u du = 2u tan−1 u− ln(1 + u2) + C I8
∫

(n+ 1)un cos−1 u du = un+1 cos−1 u+
∫ (
un+1/ϕ(u)

)
du+ C

I4
∫

4u sin−1 u du =
(
2u2 − 1

)
sin−1 u+ uϕ(u) + C I9

∫
(n+ 1)un tan−1 u du = un+1 tan−1 u−

∫ (
un+1/

(
1 + u2

))
du+ C

I5
∫

4u cos−1 u du =
(
2u2 − 1

)
cos−1 u− uϕ(u) + C
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EDO d'ordre 1 : Méthodes de résolution

M1-EDO séparables

1. Forme: dy
dx = X(x)Y (y) ou X(x)dx+ (−1/Y (y))dy = 0;

2. Réarranger cette équation a�n que les termes en x et en y
apparaissent des côtés opposés 1

Y (y)dy = X(x)dx;

3. Intégrer de chaque côté
∫

1
Y (y)dy =

∫
X(x)dx.

M2-EDO exactes

1. Forme: M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 ou dy
dx = −M(x,y)

N(x,y) avec
∂M
∂y = ∂N

∂x ; Si l'EDO n'est pas exacte, passer à une autre
méthode (voir plus bas);

2. Appproche 1: Intégrer ∂U/∂x = M p/r à x pour obtenir
U(x, y) =

∫
Mdx + F (y) = C où C est une constante;

Dériver U(x, y) p/r à y pour obtenir ∂F/∂y sachant que
∂U
∂y = N ; Intégrer pour obtenir F (y) et l'insérer dans∫
Mdx+F (y) = C −→

∫
Mdx+

∫
(N− ∂

∂y

∫
Mdx)dy = C

menant donc une expression pour y(x).

3. Appproche 2: Intégrer ∂U/∂y = N p/r y pour obtenir
U(x, y) =

∫
Ndy + G(x) = C où C est une constante;

Dériver U(x, y) p/r à x pour obtenir ∂G/∂x sachant que
∂U
∂x = M ; Intégrer pour obtenir G (x) et l'insérer dans∫
Ndy+G(x) = C −→

∫
Ndy+

∫
(M− ∂

∂x

∫
Ndy)dx = C

menant donc une expression pour x(y).

M4-EDO inexactes par facteur d'intégration

1. Forme: M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 ou dy
dx = −M(x,y)

N(x,y) avec
∂M
∂y 6=

∂N
∂x ;

2. Véri�er si f(x) = 1
N (∂M∂y −

∂N
∂x ) et g(y) = 1

M (∂N∂x −
∂M
∂y )

sont respectivement fonctions de seulement x ou y;
3. Pour une fonction f(x), le facteur d'intégration est µ(x) =

exp{
∫
f(x)dx} (pour g(y), on a µ(y) = exp{

∫
g(y)dy});

4. Si le facteur d'intégration est une fonction de x et y, alors
quelquefois il peut être trouvé par inspection ou par essais
et erreurs;

5. Dans tous les cas, le facteur d'intégration µ doit satisfaire
∂(µM)
∂y = ∂(µN)

∂x ;

6. Multiplier l'EDO par µ (x) pour la rendre exacte et résoudre
par la méthode des EDO exactes.

M5-EDO linéaires par facteur d'intégration (= M4)

1. Forme: a1(x) dydx +a0(x)dy = f(x) ou dy
dx +P (x)y = Q(x);

2. Le facteur d'intégration est µ (x) = exp
[∫
P (x)dx

]
avec la

solution y (x) = 1
µ(x)

[∫
µ (x)Q(x)dx+ c

]
.

M6-EDO linéaires par variation d'un paramètre

1. Forme: a1(x) dydx +a0(x)dy = f(x) ou dy
dx +P (x)y = Q(x);

(homogène f(x) = 0, non homogène f(x) 6= 0);
2. Écrire la solution homogène yh (x) = A exp

[
−
∫
P (x)dx

]
;

3. Laisser le paramètre A varier A = B (x) et le calculer
B(x) =

∫ Q(x)
yh(x)|A=1

dx+ c;

4. Substituer A par B (x) dans l'EDO homogène pour obtenir
y (x) = B (x) yh (x)|A=1 ;

5. Méthode équivalente à M5 avec yh (x)|A=1 = 1/µ (x) .

Cas spéciaux: Substitutions

S1-EDO isobares

1. Forme M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0;
2. Donner à y et dy le poids m et à x et dx le poids 1;
3. Écrire la somme de puissances dans chaque terme;
4. Déterminer s'il existe une valeur de m pour laquelle ces

sommes sont égales;
5. Remplacer y = vxm dans l'EDO originale a�n de la rendre

séparable;
6. Intégrer l'équation séparée directement, puis remplacez v

par yx−m pour obtenir la solution.

S2-EDO homogènes (dans le sens de "même poids")

1. Forme: dy
dx = F

(
y
x

)
; (cas spécial de S1 avec m = 1)

2. Suivre les étapes 5 et 6 de S1 en posant m = 1.

S3-EDO de Bernoulli

1. Forme dy
dx + P (x)y = Q(x)yη;

2. Faire la substitution v = y1−η;
3. Cela mène à une équation linéaire en v qui peut être résolue

par la méthode du facteur d'intégration;
4. Finalement remplacer v par y1−η pour obtenir la solution.

S4-EDO de Riccati

1. Forme dy
dx = R(x)y2 + P (x)y +Q (x);

2. Trouver par inspection une solution particulière Y (x) en
posant y = Y + 1

u , alors y
′ = Y ′ − u′/u2;

3. Substituer cette expression dans l'EDO et utiliser le fait que
Y (x) doit être solution de l'EDO i.e. Y ′ = RY 2 +PY +Q;

4. Par élimination on obtient u′ + (2RY + P )u = −R, une
EDO linéaire résolue par facteur d'intégration et variation
de paramètre;

5. Sachant u (x), on retrouve y(x)

S5-Substitution v = ax+ by + c

1. Forme dy
dx = F (ax+ by + c),

2. Remplacer v = ax + by + c et obtenir la forme dv
dx = a +

b dydx = a+bF (v) qui est séparable puis intégrer directement;
3. Finalement, remplacer v par ax + by + c pour obtenir la

solution.

S6-Substitution v = Y/X

1. Forme 1: dy
dx = ax+by+c

ex+fy+g avec a/e 6= b/f.;
2. Faire la substitution x = X + α et y = Y + β où α et β

sont donnés par aα + bβ + c = 0 et eα + fβ + g = 0 qui
donne une EDO homogène (même poids) et utiliser S1;

3. Substituer v = Y/X, pour obtenir la solution;
4. Forme 2: dy

dx = ax+by+c
ex+fy+g avec a/e = b/f est de la même

forme que dy
dx = F (ax+ by + c).donc utiliser S5.

EDO d'ordre 1 degré m > 1

D1-EDO solubles pour p = dy/dx

1. Forme: (p−F1)(p−F2) · · · (p−Fm) = 0, alors résoudre les
m EDO du 1ier degré p − Fi = 0 correspondant à chaque
facteur et;

2. Écrire la solution sous la forme Gi(x, y) = 0;
3. La solution à l'EDO originale est donnée alors par le produit
G1(x, y)G2(x, y) · · ·Gm(x, y) = 0.

D2-EDO solubles pour x

1. Forme: x = F (y, p) alors dériver de chaque côté p/r à y;
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2. Réarranger l'EDO résultante sous la forme G(y, p) = 0 qui
peut être utilisée avec l'EDO originale pour éliminer p et
ainsi donner la solution générale;

3. Si G(y, p) peut être factorisé alors le facteur qui contient
dp/dy devrait être utilisé pour éliminer p et donner la solu-
tion générale;

4. Utiliser les autres facteurs pour éliminer p mènera à la place
à des solutions singulières.

D3-EDO solubles pour y

1. Forme: y = F (x, p) alors dériver de chaque côté p/r à x;
2. Réarranger l'EDO résultante sous la forme G(x, p) = 0 qui

peut être utilisée avec l'EDO originale pour éliminer p et
ainsi donner la solution générale;

3. Si G(x, p) peut être factorisé alors le facteur qui contient
dp/dx devrait être utilisé pour éliminer p et donner la solu-
tion générale;

4. Utiliser les autres facteurs pour éliminer p mènera à la place
à des solutions singulières.

D4-EDO de Clairaut

1. Forme: y = px+F (p), alors la solution générale est donnée

en remplaçant p par une constante c : dp
dx = d2y

dx2 = 0 =⇒
y = cx+ F (c);

2. Utilisant la relation dF/dp+x = 0 pour éliminer p de l'EDO
originale donne la solution singulière.

EDO d'ordre n ≥ 2 : Méthodes de résolution

EDO linéaires: Forme EDOL

an(x)
dny

dxn
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)dy = f(x) (1)

(homogène f(x) = 0, non homogène f(x) 6= 0); La solution
générale s'écrit y(x) = yh(x) + yp(x) (2)
où yh(x) est la solution homogène complète et yp(x), une solution
particulière.
Condition pour indépendance linéaire (LI) et le Wronskien:
Les n fonctions y1(x), y2(x), . . . , yn(x) sont linéairement in-
dépendantes sur un intervalle I si

W (y1, y2, . . . , yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · yn

y′1 y′2
...

...
. . .

...

y
(n−1)
1 · · · · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 (3)

sur cet intervalle I; W (y1, y2, . . . , yn) est appelé le Wronskien de
l'ensemble de fonctions.
Condition nécessaire et su�sante pour la dépendance linéaire
Les n solutions homogènes y1(x), y2(x), . . . , yn(x) de (1) (i.e.
pour f(x) = 0) sont linéairement dépendantes sur un intervalle I
si les ai(x) sont continues et W (y1, y2, . . . , yn) ≡ 0 sur cet inter-
valle I.
Indépendance linéaire de 2 fonctions (cas simple)
Deux fonctions y1(x) et y2(x) sont linéairement dépendantes si et
seulement on peut écrire y1(x) = ay2(x) où a est une constante
non-nulle.
Ensemble fondamental de solutions
Soit les n solutions homogènes y1(x), y2(x), . . . , yn(x) de (1)
(i.e. pour f(x) = 0). Alors {y1(x), y2(x), . . . , yn(x)} est un en-
semble fondamental sur I si et seulement si elles sont linéairement
indépendantes sur ce même intervalle I.
N1-EDOL à coe�cients constants: Solutions homogènes
yh(x)

1. Soit la forme EDOL (1) avec an(x) = an = coe�. con-
stants: Poser f(x) = 0 égal à zéro (si ce n'est pas déjà le
cas), et remplacer y = Aeλx;

2. Diviser l'équation résultante par Aeλx, obtenir une équation
polynômiale de degré n en λ (l'équation auxiliaire): anλn+
an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0;

3. Résoudre l'équation auxiliaire pour trouver les n racines,
disons λ1, λ2, . . . , λn;

4. Si toutes ces racines sont réelles et distinctes alors yh(x) est
donnée par yh(x) = c1e

λ1x + c2e
λ2x + · · ·+ cne

λnx;

5. Cependant, si certaines des racines sont complexes ou répétées
alors yh(x) est donnée respectivement par

c1e
(α+iβ)x + c2e

(α−iβ)x = eαx(d1 cosβx+ d2 sinβx)

=

{
Aeαx sin (βx+ φ)
Aeαx cos (βx+ φ)

ou
yh(x) = eλ1x

k−1∑
m=1

cmx
m−1 +

n∑
m=k+1

cme
λmx

ou par sa généralisation

yh(x) = eλ1x
k−1∑
m=1

cmx
m−1 + eλ2x

k+l∑
m=k+1

cmx
m−k−1

+

n∑
m=k+l+1

cme
λmx

N2-EDOL à coe�cients constants: Solution particulière yp(x)
� méthodes des coe�cients indéterminés

1. Soit la forme EDOL (eq 1), déterminer les coe�cients in-
déterminés en utilisant une fonction d'essai yp(x) :

(a) pour f(x) = aerx : poser yp(x) = berx;
(b) pour f(x) = a1 sin rx+ a2 cos rx : poser cos yp(x) =

b1 sin rx+ b2 cos rx;
(c) pour f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ aNx

N : poser yp(x) =
b0 + b1x+ · · ·+ bNx

N ,

(d) Si f(x) est la somme ou le produit de n'importe quel
des trois cas précédents alors on peut essayer un yp(x)
égal à la somme ou le produit des fonctions d'essai
individuelles correspondantes.

2. Cependant, si f(x) n'a pas une de ces formes passer à une
méthode plus générale, la plus simple étant peut-être la
méthode des variation des paramètres (N6).

N3-EDOL de Legendre et de Cauchy-Euler

1. Forme EDOL de Legendre: Forme (eq 1) avec an(x) =
an(αx+ β)n, alors substituer αx+ β = et; Il en résulte en
une équation du même ordre qui peut être résolue par la
méthode des coe�cients constants (N1);

2. Forme EDOL de Cauchy-Euler: Forme (eq 1) avec an(x) =
anx

n;

(a) Si f(x) 6= 0, substituer x = et pour obtenir une équa-
tion du même ordre avec coe�cients constants (voir
N1);

(b) Si f(x) = 0, substituer y = xλpour obtenir une équa-
tion algébrique dont la solution donne les valeurs per-
mises de λ ; la solution générale est alors la superpo-
sition linéaire de ces fonctions.
Si λ1 est une racine répétée k fois (k > 1) alors les
k solutions linéairement indépendantes qui correspon-
dent à ces racines sont xλ1 , xλ1 lnx, . . . , xλ1(lnx)k−1.
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N4-EDO linéaires exactes

1. Forme EDOL avec a0(x)−a′1(x)+a′′2(x)−· · ·+(−1)na
(n)
n (x) =

0;
2. Si elle n'est pas exacte, essayer alors de trouver par in-

spection un facteur d'intégration tel que lorsque multiplié
à l'équation la rende exacte;

3. Une fois que l'équation est exacte, écrire le MG comme
une dérivée comme dans MG = d

dx [bn−1(x) d
n−1y
dxn−1 + · · · +

b0(x)y].et, en développant cette dérivée et la comparant
avec le MG de l'EDO, déterminer les fonctions bm(x) dans
cette dernière équation;

4. Intégrer l'équation résultante pour obtenir une autre EDO,
d'un ordre inférieur. Cela pourrait être résolu ou simpli�é
encore plus si la nouvelle EDO est elle-même exacte ou peut
être rendue exacte.

N5-EDO linéaires: Solutions homogènes partiellement con-
nues

1. Forme EDOL; Si u(x) est une solution homogène connue
(i.e. pour f(x) = 0), alors faire la substitution y(x) =
u(x)v(x);

2. Cela mène à une équation d'ordre n− 1 en dv/dx qui peut
être soluble par les techniques déjà vues.

N6-EDO linéaires: variation des paramètres

1. Forme EDOL; Si la solution homogène complète est con-
nue yh(x) =

∑
i ciyi(x) (i.e. pour f(x) = 0), on suppose

que la solution particulière a la même forme, mais avec les
constantes ci remplacées par des fonctions k1(x);

2. Résoudre le système des équations de contraintes

k′1(x)y1(x) + k′2(x)y2(x) + · · · = 0

k′1(x)y′1(x) + k′2(x)y′2(x) + · · · = 0, ....

k′1(x)y
(n−1)
1 (x) + k′2(x)y

(n−1)
2 (x) + · · · = f(x)/an(x).

pour k′1(x), k′2, . . . , k
′
n(x) soit par élimination ou soit en

utilisant la régle de Cramer, ex: pour n = 2,

k′1 (x) =
1

W

∣∣∣∣ 0 y2
f/a2 y′2

∣∣∣∣ , k′2 (x) =
1

W

∣∣∣∣ y1 0
y′1 f/a2

∣∣∣∣
où W est le Wronskien.

3. Intégrer les k′i (x) avec des constantes d'intégration nulles
pour obtenir k1(x), k2(x), . . . , kn(x) et donc la solution par-
ticulière. Alors

y(x) = yh(x) + yp(x) =

n∑
m=1

[cm + km(x)]ym(x).

N7-EDO linéaires d'ordre n = 2

1. Forme EDOL n = 2 ou d2y
dx2 +a1(x) dydx+a0(x)y = f(x),alors

substituer y = uv où u(x) est donné par 2u′

u + a1 = 0 =⇒
u(x) = exp

(
− 1

2

∫
a1(z)dz

)
;

2. Cela mène à une équation de la forme d2v
dx2 + g(x)v = h(x)

dans laquelle il n'y a pas un terme en dv/dx et qui peut
être plus facile à résoudre;

3. Ou bien, si la partie de la solution homogène est connue
alors suivre une des méthodes plus haut.

N8-Variables dépendantes absentes

1. Si l'EDO contient seulement dérivées de y d'ordre m et
plus alors la substitution p = dmy/dxm réduit l'ordre de
l'équation par m.

N9-Variables indépendantes absentes

1. Si l'EDO ne contient pas explicitement la variable indépen-
dante x alors substituer p = dy/dx;

2. Ceci mène aux relations suivantes pour les dérivées de degrés
plus élevés

d2y

dx2
=
dp

dx
=
dy

dx

dp

dy
= p

dp

dy

d3y

dx3
=

d

dx
(p
dp

dy
) =

dy

dx

d

dy
(p
dp

dy
) = p2

d2p

dy2
+ p(

dp

dy
)2

et ainsi de suite pour les dérivées d'ordres plus élevés;
3. Après substitution, on obtient une équation d'un ordre in-

férieur qui peut s'avérer plus facile à résoudre.

N10-EDO non linéaires exactes

1. Réarranger l'équation de façon à ce que tous les termes
contenant y ou ses dérivées sont dans le MG, alors véri�ez
si l'équation est exacte en essayant d'écrire le MG comme
une dérivée simple;

2. Si c'est possible alors l'équation est exacte. Elle peut alors
être intégrée directement pour donner une équation d'un
ordre inférieur;

3. Si la nouvelle équation est elle-même exacte, le processus
peut être répété.

N11-EDO isobares ou de poids homogène

1. Assigner un poids m à y et dy et un poids 1 à x et dx et
écrire les poids combinés de chaque terme dans l'EDO;

2. Si ces poids sont égaux pour tous les termes pour une valeur
particulière m, l'équation est dite isobare (ou homogène si
m = 1 );

3. Faire la substitution y = vxm suivie de x = et mène à une
équation dans laquelle la nouvelle variable indépendante t
est absente sauf sous la forme d/dt.

N12-EDO de poids homogène en x ou en y seulement

1. Si le poids x seulement est le même dans chaque terme de
l'EDO alors la substitution x = et mène à une équation dans
laquelle la nouvelle variable indépendante t est absente sauf
sous la forme d/dt;

2. Si le poids de y seulement est le même est le même dans
chaque terme alors la substitution y = ev mène à une équa-
tion dans quelle la nouvelle variable dépendante v est absent
sauf sous la forme d/dv.

N13-Transformée de Laplace

1. Prendre la TdL de l'équation au complet en utilisant y(n)(s) =
sny(s)−sn−1y(0)−sn−2y′(0)−· · ·−sy(n−2)(0)−y(n−1)(0)
pour calculer la TdL des dérivées. ce qui la transforme en
une équation purement algébrique;

2. Résoudre l'équation algébrique résultante pour obtenir y(s),
la TdL de la solution à l'EDO;

3. En utilisant la méthode de fractions partielles et/ou consul-
tant une table de TdL pour les fonctions standards, calculer
la TdL inverse de y(s);

4. La fonction résultante y(x) est la solution de l'EDO qui
obéit aux CL données.
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